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摘要: 本文建立了星型齿轮传动的弯扭耦合非线性动力学计算模型,模型中考虑了原动机和负载惯性,齿轮

副的啮合综合误差,齿轮的偏心误差,时变啮合刚度以及齿轮的啮合间隙。采用适当的广义坐标变换,将线性

恢复力和非线性恢复力共存的动力学方程组统一成矩阵形式,用数值解法获得了在有间隙非线性的情况下

受强参数激励和多频激励的系统的动态响应和动载荷历程。最后给出了一个算例,讨论了间隙、齿频误差和

偏心误差对齿轮系统的响应、动载荷以及各星轮的载荷分配均匀性的影响。并研究了刚度和误差激励和间隙

的相互耦合关系,得出了对星型齿轮传动设计和制造有意义的结论。
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1　前　言

　　目前,国内外学者对于行星及星型齿轮传动

的动态特性已经进行了许多研究[1, 3～ 9 ]。文献[ 1,

4, 7～ 9 ]分别针对行星轮系和星型轮系,采用了包

含了偏心误差和时变啮合刚度的线性模型; 文献

[ 3, 6 ]建立了行星轮系的非线性模型,但没有考虑

偏心误差和行星轮的横向振动;文献[ 6 ]提出了行

星轮系的非线性模型,模型中假定无齿轮制造和

安装误差,并在实验时对把行星轮系固定行星架

而转化为星型轮系进行了动载荷测试。以上文献

虽然对行星和星型轮系的动态特性做了不同程度

的研究,但同时考虑间隙和误差以及时变啮合刚

度影响的弯扭耦合多自由度强非线性动力学系统

的分析还未见于文献。

本文研究了星型齿轮传动系统的非线性动态

特性。众所周知,齿轮系统由于制造和装配的原

因,齿轮间啮合时不可避免的具有误差和间隙。传

统的线性动力学不考虑啮合间隙,在一定条件下

可以满足计算的精度要求,但随着高速化和柔性

化齿轮系统的发展,仅用线性模型显然已经不能

解释在齿轮啮合中出现的一些现象。因此,建立星

型轮系的非线性动力学模型,研究其非线性振动

机理和动态特性,以及载荷分配的动态均匀性,对

于进一步提高减速器的功重比、延长工作寿命、保

证其工作可靠性方面都具有重要意义。

2　系统的非线性动力学模型

　　图 1所示为星型齿轮传动简图。整个系统由

太阳轮 z s,星轮 z p i (N 个) ,齿圈组成。

图 1　星型齿轮传动

建模时采用集中质量模型,假定齿轮均为直



齿圆柱齿轮,各星轮具有相同的物理和几何参数,

图 2　星型齿轮传动计算模型

不计齿轮啮合时摩擦力的影响。图 2为系统的计

算模型和坐标系。

于是,此系统共有 (3N + 8)个自由度,其广义

坐标分别为: x D 为原动机D 的切向微位移, x D =

rsb·ΗD ; x s为齿轮 z s 沿作用线的微位移, x s= rsbΗs;

H s,V s 分别为齿轮 z s 中心横向和纵向微位移; x p i

为齿轮 z p i沿作用线的微位移 x p i= rp ibΗp i; Νp i, Γp i为

齿轮 z p i中心径向和切向微位移 ( i= 1, 2⋯N ) ; x r:

齿轮 z r 沿作用线的微位移, x r= rrbΗr; H r, V r 为齿

轮 z r中心横向和纵向微位移; x L 为负载的切向微

位移, x L = rrbΗL。

其中, Η为各构件的微角位移; 带有不同下标

的 rb为各齿轮的基圆半径。

3　系统的运动微分方程

　　令 x sp i, x rp i ( i= 1, 2⋯N )分别为 z s和 z p i, z p i和

z r之间沿啮合线方向上的相对位移,则:

x sp i = x s - x p i + H s co s
2Π
3

( i - 1) - Α + V s sin
2Π
N

( i - 1) - Α - Φp i sinΑ- Γp i co sΑ- esp i ( t)

x rp i = x p i - x r + Φp i sinΑ- Γp ico sΑ+ H r co s
2Π
3

( i - 1) - Α + V r sin
2Π
N

( i - 1) - Α - erp i ( t)

(1)

esp i ( t) = E sp i sin (Ξt + Υsp i) - E sΞs sin Ξs t + Βs -
2Π
N

( i - 1) + Α + E p iΞp sin (Ξp t + Βp i - Α)

erp i ( t) = E rp i sin (Ξt + Υrp i) + E p iΞp sin (Ξp t + Βp i + Α) - E sΞr sin Ξr t + Βr +
2Π
N

( i - 1) + Α

(2)

式中: Α为齿轮副的啮合角; esp i和 erp i分别为齿轮

副沿作用线的误差函数; E sp i和 E rp i分别为齿轮副

沿作用线的综合齿频误差; Υsp i和 Υrp i分别为 E sp i和

E rp i的初相位; E s, E p i和 E r 分别为各齿轮的偏心

误差; Βs, Βp i和 Βr 分别为各偏心误差的初相位; Ξ
为啮合齿频 (Ξs= 2Πns

ö60z s, z s 为太阳轮齿数) ; Ξs,

Ξp 和 Ξr 分别为各齿轮的偏心误差频率 (Ξs= 2Πns
ö

60; Ξp = Ξsz p
öz s; Ξr= Ξsz r

öz s)。

齿轮之间的啮合力为:

P sp i = K sp i ( t) õ f (x sp i, bsp i)

P rp i = K rp i ( t) õ f (x rp i, brp i)
(3)

式中, K sp i ( t)和 K rp i ( t)分别为各啮合齿轮副的时

变啮合刚度; f 为间隙非线性函数:

f (x , b) =

x - b　　x > b

0 - b≤ x ≤ b

x + b　　x < - b

(4)

式中: bsp i, brp i为齿轮副之间的间隙之半。

齿轮之间的啮合振动阻尼力为:

D sp i = C sp i õ xαsp i

D rp i = C rp i õ xαrp i

(5)

式中: C sp i和C rp i分别为齿轮副的阻尼系数。

令 x D s= x D - x s, x rL = x r- x L ,则系统的微分

方程为:

m D xβD +
K I

r2sb
x D s +

C I

r2sb
xαD s =

T D

rsb
　,　m sx

β
s -

K i

r2sb
x D s -

C i

r2sb
xαD s6

N

i= 1

(P sp i + D sp i) = 0

M sH
β

s + K sH s + C sH
α

s + 6
N

i= 1

(P sp i + D sp i) co s
2Π
N

( i - 1) - Α = 0

M sV
β

s + K sV s + C sV
α

s + 6
N

i= 1

(P sp i + D sp i) sin
2Π
N

( i - 1) - Α = 0

(6a)
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m p ix
β

p i - (P sp i + D s1p i) + (P rp i + D rp i) = 0

M p iΝβp i + K p Φp i + cp Φαp i - (P sp i + D sp i) sinΑ+ (P rp i + D rp i) sinΑ= 0

M p iΓβp i + K p Γp i + cp Γαp i - (P sp i + D sp i) co sΑ+ (P rp i + D rp i) co sΑ= 0

M rH
β

s + K rH r + C rH
α

r + 6
N

i= 1

(P rp i + D rp i) co s
2Π
N

( i - 1) + Α = 0

M rV
β

s + K rV r + C rV
α

r + 6
N

i= 1

(P rp i + D rp i) sin
2Π
N

( i - 1) + Α = 0

m L xβL -
K O

r2 rb
x rL -

CO

r2 rb
xαrL = -

T L

rrb

(6b)

式中: m s,m p i和m r为各齿轮在其基圆半径 rb上的

等效质量;M s,M p i和M r为各齿轮质量; m i为原动

机在 rsb上的等效质量; m L 为负载在 rrb上的等效

质量; T D 为输入转矩; K I 为输入轴的扭转刚度;

K O 为输出轴的扭转刚度; K s, K p 的 K r 为各齿轮

支承轴弯曲刚度; T L 为负载转矩。

微分方程组 (6)为半正定、时变参数、非线性

二阶微分方程组,其中既有非线性恢复力项,又有

线性恢复力项,同时系统坐标中包含了刚体位移,

因此无法直接写成矩阵形式的的二阶微分方程,

而多自由度系统的求解分析方法如果不能基于矩

阵形式进行,是无法进行实际求解分析的。为此,

引入系统的一组广义坐标为:

x = {x D s, x sp 1, x sp 2,⋯, x spN , x rp 1, x rp 2,⋯,

x rpN , x rL , H s,V s, Φp 1, Γp 1, Φp 2, Γp 2,

⋯, ΦpN , ΓpN , H r,V r}T

　　则系统的自由度由原来的 (3N + 8)个增加到

(4N + 6)个, 同时将 H s, V s, Φp i, Γp i, ( i= 1, 2, ⋯,

N ) , H r, V r 所对应的线性恢复力表示为间隙为 0

的特殊间隙非线性函数,方程 (5)表示为矩阵形式

即为:

[M ]xβ+ [C ]xα+ [K ]f (x ) = p (7)

其中[M ], [C ]和 [K ]分别为 (4N + 6)× (4N + 6)

的质量矩阵,阻尼矩阵,刚度矩阵, p 为载荷列向

量, f (x )为间隙非线性函数列向量, 具有下面的

统一形式:

f i = f (x i) =

x i - bi　　x i > bi

0　　　　 - bi≤ x i ≤ bi

x i + bi　　x i < - bi

(8)

4　齿轮副啮合参数分析

　　齿轮制造和安装产生的各类误差是产生齿轮

振动的主要因素。研究时考虑了齿轮的基节误差

和齿廓误差,取其为以齿轮啮合周期而变化的正

弦函数。各齿轮的大周期偏心误差是产生星型轮

系动载荷不均匀的主要因素,因此研究时考虑了

安装和制造产生的齿轮偏心误差。

周期性变化的啮合刚度是齿轮的振动的主要

激振源。本文采用石川法计算齿轮副的啮合刚度。

在星型轮系中,当太阳轮和齿圈的齿数不是

星轮个数的整数倍时,太阳轮和齿圈与星轮之间

不再是同步啮合,而是保持一定的啮合相位。因

此,在进行动力学分析时,须根据系统中各齿轮齿

数来确定各个齿轮对相应的啮合相位[9 ]。

齿轮副的有效啮合阻尼系数为[2 ]:

C 12 = 2Φ
K{ 12

1öm 1 + 1öm 2

(9)

　　输入轴和输出轴的扭转阻尼系数[2 ]:

C T = ΦT

K T

1öJ io + 1öJ g

(10)

　　支承轴的弯曲阻尼系数[2 ]:

C s = Φs K s õm g (11)

式中: K{ 12为齿轮副平均啮合刚度; m 1 和m 2 分别

为啮合齿轮的等效质量; 阻尼比 Φ的取值范围约
为 0103～ 011,本文中取为 0107 [2 ]。K T 为轴的扭

转刚度, J io为原动机或负载的转动惯量, J g 为太

阳轮或齿圈的转动惯量; 阻尼比 ΦT 的取值范围约

为 01005～ 01075 [2 ] ,本文中取为 0101。K s 为支承

轴的弯曲刚度, m s 为轴和轴上的齿轮的质量之

和,阻尼比 Φs 的取值范围约为 01003～ 011 [2 ] , 本

文中取为 0101。

5　方程的求解及结果分析

　　对多频激励、参变耦合的间隙型非线性微分

方程组 (7) , 本文用变步长 Gill积分方法来得到

方程的数值解。最后针对某减速器 (N = 3)用上述

方法进行了计算。减速器参数如下:齿数: z s= 15;

z p i = 18; z r = 51; 模数: m = 310 mm ; 压力角: Α=

20°;齿宽: B = 15 mm ;各齿轮偏心误差: E s= E p =
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E r= 15 Λm; 偏心误差的初始相位角: Βs= Βp i = Βr

= 0;齿频误差: esp i= erp i= 10 Λm;齿频误差初始相

位角: 5 sp i= 5 rp i= 0; 驱动转矩: T D = 90 N·m ; 负

载转矩: T L = 306 N·m。

下文中的图 3 (a)～ (f) ,图 4 (a)～ (f)和图 5

(a)～ (h)分别为在 ns= 5000 röm in 的不同参数下

的系统动态性能曲线,图 3 为系统在无间隙受齿

频误差而无偏心误差激励情况下的动态响应,图

4 为系统在齿侧间隙 b= 50 Λm 下并受齿频误差

而无偏心误差激励的动态响应,图 5 为系统在齿

侧间隙 b= 100 Λm 下受齿频误差并受偏心误差激

励的动态响应。各图中坐标 Σ为轮齿的啮合周期

Σ=
60

n s·z s
, Ξ为啮合齿频; 图 (a)和 (d)分别为

x sp 1和 x rp 1的时间历程; 图 (b)和 (e)分别为 x sp 1和

x rp 1的 FFT 频谱; 图(c)和(f)分别为 z s 和 z p 1, z r 和

z p 1之间的啮合动载系数时域历程,图中 P =
T D

rsb
。

由图 3 可见,系统的位移响应曲线 (图 3 (a)

和 (d) )以齿频波动,同时在每一齿频周期内又包

含有高频振动。通过对位移响应进行FFT 后的频

谱图 (图 3 (b)和 (e) )可发现频率为m Ξ (m 为正整

数)的离散谱, 而且齿频 Ξ的谱值远大于次最大
频谱 (5Ξ)的值,其比值分别为 715和 218。因此,

在单频激励的情况下,系统的响应主要表现为齿

频的整数倍的超谐响应,其中齿频的响应贡献最

大。原因主要是啮合刚度主要以齿频为基频波动,

同时包含了基频的倍频成分。因为系统为线性时

变系统并受单频激励,而以齿频为基频波动的齿

轮副时变啮合刚度中含有倍频成分,刚度中的高

频成分使得系统响应中出现了超谐响应。在这种

情况下,如图 3 (c)和 (f)所示,动载荷系数以齿频

为周期波动,各星轮的载荷分配未出现不均匀。这

与文献[ 3, 9 ]中的计算结果相一致。

当系统存在间隙而无偏心误差时,由图 4 (a)

和 (d)位移响应时间历程可观察到在图 3 中不存

在的低频调制波形,调制波形的频率经 FFT 频谱

分析为 0102Ξ。在频谱图上依然可观察到在图 3

中出现的超谐响应,不同的是在图 4 中的超谐响

应所对应的频率数目更多一些,虽然基频的谱值

仍保持最大,但各超谐成分的谱值均有不同程度

的增大, Ξ的谱值与次最大频谱之比在图 4 (b)和

(e)中分别约为 314和 211。图 4 (c)和 (f)中轮齿

的动载荷系数有所增加,但幅度不大; 同样,各个

星轮上没有出现载荷分配不均匀现象。由上面的

分析可见,间隙的存在强化了时变啮合刚度的高

频成分在系统响应中的影响,而且由于刚度和间

隙的相互耦合,使得系统响应中出现了低频的调

制波形。由于系统未出现脱啮和齿背冲击,因此,

系统的动载荷并未有大幅度的变化。

由图 5可见,当存在齿轮偏心误差时,系统的

动态响应的波动幅度增大 (图 5 (a)和 (d) ) , 并且

因偏心误差的轴频激励使得系统产生明显的低频

响应,一系列低频频谱密集分布在响应的频谱图

上 (图 5 (b)和 (e) ) ,频谱图不像图 3和图 4的主

图 3　无偏心误差和间隙时系统的动态特性
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图 4　无偏心误差有间隙时系统的动态特性

图 5　有偏心误差和间隙时系统的动态特性
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要以离散频谱构成,而是出现了若干非基频整数

倍的频谱。同时在图 (c)和 (f)的动载荷系数曲线

可看出,在轮齿的啮合过程中出现了啮合齿面分

离和结合的反复冲击现象,齿面分离表现为轮齿

间的啮合动载荷系数为 0,而在图 3 和图 4 中均

未发现动载荷系数为 0 的情况,在图 5 中则可清

楚发现齿面分离的情况。图 (g)和 (h)分别为 z s和

z p 2, z s 和 z p 3之间的啮合动载系数时域历程, 将

(g) , (h)与图 (c)相对照,可以得出,由于偏心误差

的存在,各星轮受载出现了明显的载荷不均匀现

象。同时,轮齿最大动载荷也因偏心误差的存在而

从图 4中的 1151增加到 415,由此可见偏心误差

加剧了系统的非线性特征,不仅使系统出现了载

荷分配不均现象,而且使得系统的动载荷增大,使

系统的动态特性恶化,所以在制造和装配时应尽

力避免各类偏心误差的存在。

5　结　论

　　 (1) 在时变啮合刚度的影响下,即使不存在

间隙,星型齿轮传动系统对单频的误差激励也会

产生多频的响应。

(2) 间隙的存在使得在单频激励下系统响应

出现低频的调制频率。在无偏心误差激励且齿轮

啮合不发生齿面分离冲击时,间隙对齿轮动载荷

和各星轮的载荷均匀性的影响很小。

(3) 系统的偏心误差可以导致轮齿的动载荷

系数明显增大,并使轮齿之间产生载荷不均匀现

象,在相同振动参数情况下,由偏心误差可导致齿

面分离冲击。
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Non l inear D ynam ic M odel ing and D ynam ic Tooth L oads Ana lys is
of Star Gear ing System

SU N Zh i2m in, SH EN Yun2w en, W AN G San2m in, HOU Yu

(M echan ica l Engineering D ep t. ,N o rthw est Po lytechn ic U n iversity, X i’an 710072, Ch ina)

Abstract: A to rsional and tran sla t ional non linear vib ra t ion m athem atica l model w as estab lished

to p redict the dynam ic characterist ics of the star gearing system. T he t im e2varying m esh st iffness, gear

compo site erro rs, run2ou t erro rs and gear back lashes w ere con sidered. A num erica lm ethod w as app lied

to so lving the large param etrica lly excited non linear m u lt i2DO F dynam ic system. A num erica l examp le

w as also p resen ted. F rom the resu lts, the influences of the t im e2varying m esh ing st iffness, run2ou t

erro rs and back lashes on the dynam ic respon ses and dynam ic gear too th loads w ere invest iga ted

respect ively. T he dynam ic load equaliza t ion s among star gears w ere also analyzed under the ex istence

of gear run2ou t erro rs. In comparison w ith som e calcu la ted resu lts from the litera tu re [3, 9 ] , the

num erica l resu lts p resen ted show a good agreem en t.

Key words: p lanetary gearing drives; non linear vib ra t ion; dynam ics
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